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Napln predmétu a doporucena literatura

- Napln predmétu — statisticka analyza jednorozmérnych dat:
- bodové a intervalové odhady,
- prizkumova analyza jednorozmérnych dat,
- testovani hypotéz,
- analyza rozptylu,
- linearni regrese, kalibrace,
- korelace.

- LITERATURA:
- Meloun M., Militky J.: Kompendium statistického zpracovani dat. Academia, Praha
2002 (+ novéjsi vydani).
— Studijni materialy na webovych strankach katedry.
- Meloun M., Militky J.: Statistické zpracovani experimentalnich dat. Plus, Praha 1994 (+
novéjsi vydani).
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Rozdéleni pravdépodobnosti

W g
Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti

- Alternativni rozdéleni:
- mame 1 pokus, kdy zkoumany jev A nastane nebo nenastane,
— P¥. hod minci, uspéch &i nedspéch u zkousky.

- Binomické rozdéleni:

- U 1 pokusu mize sledovany jev A nastat s pravdépodobnosti P nebo nenastat s
pravdépodobnosti Q = 71— P.

— Poissonovo rozdéleni:

- Nahodna velicina x ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A, ma-li jeji
pravdépodobnostni funkce tvar: "H

=1
=10

A Graf hustoty ‘
_ A pravdépodobnosti
= X —

P(X) C Poissonova rozdéleni
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Spojita rozdéleni pravdépodobnosti
—= Normalni (Gaussovo) rozdéleni:

rozdéleni, napr.: vyska a vaha zivych organismui, rozméry vyrobku atp.

f(x):

— Poprveé popsano pfi studiu chovani chyb méfeni. Pozdéji se ukazalo, Ze mnoho nahodnych veli¢in ma toto

- Nahodna velic¢ina x ma normalini rozdéleni s parametry uy a 02 — N(J, 02), ma-li hustotu pravdépodobnosti

(x=p)’°
exp(— )

o2 207

- Normovani — transformace z N(u, 52) na N(0, 1), tj. tabelované

rozdéleni:

f(x)= pro —oo<x<ow,c>0

Hh

(b}

(a) graf distribu¢ni funkce
(b) graf hustoty pravdépodobnosti
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Spojita rozdéleni pravdépodobnosti
- Rozdéleni odvozena od normalniho rozdéleni (,teoreticka® rozdéleni):
- Studentovo t rozdéleni — aproximuje normalni rozdéleni pro maly pocet dat, vyuziva se u vypoctu
intervall spolehlivosti ¢i Fady statistickych test(. Je to symetrické rozdéleni s poétem stupnli volnosti v = n
— 1. Pro n > 100 se limitné blizi normalnimu rozdéleni.
- Chi-kvadrat rozdéleni (32) — popisuje rozdéIni rozptylu, vyuziva se u nékterych neparametrickych testu.
Jde o asymetrické rozdéleni s poctem stupnt volnosti v=n— 1.
- F rozdéleni (Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni) — popisuje rozdélni podilu dvou rozptyld, vyuziva se v
analyze rozptylu. Je asymetrické a popisuje se dvéma stupni volnosti (v4, v,).
04 0s o] )
03 1N\~ v=1 i asd | \\_r_,_,/ R20,20) HUStOty
z I\ = 03 1 & P s pravdépodobnosti pro:
§o: A\ : o2 ot £ ,9/;'.\'\'*:" S (a) Studentovo t roz.
)\ Vs - oe 1[I\ (b) Chi-kvadrat roz.
01 / =
/ \ e N _ (c) F rozdéleni
a0 = N & o o ‘ —_
4 2 o 2 4 [} 5 10 15 20 0 1 2 4
6
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Spojita rozdéleni pravdépodobnosti
- ,Experimentalni“ rozdéleni:

Rovnomeérné rozdéleni

Logaritmicko-normalni rozdéleni (LN)

Exponencialni rozdéleni

Laplaceovo rozdéleni (dvojité exponencialni)

FLE.@(BEHW@IL'Q
6 3w i aaom

rovnomeérné roz.

hustota pravdepodobnost |

12 3 4 5 B

Rozdéleni g &
rovnomérné 0 <3
log-normalni >0 >3
exponencialni 2
Laplaceovo 0

B 1

QL:

= 05

3

;0.2

S0

1

= 9 0.0 —

o 2 4 & 8 10 30 0.0 X 30

Hustoty pravdépodobnosti pro:

logaritmicko-normainé roz. exponencialni roz.

Laplaceovo roz.

- Ve statistice se predpoklada, ze sada zpracovavanych hodnot je tzv. nahodnym
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Zakladni soubor a nahodny vybér

vybérem z tzv. zakladniho souboru.

Zakladni soubor (aj. population): teoreticky vSechny mozné vysledky daného pozorovani s

parametry: stfedni (pravdiva) hodnota u a rozptylem o?.

Nahodny vybér (aj. sample): nahodné vybrana data ze zakladniho souboru s urcitymi vlastnostmi

a parametry: vybérovy odhad stfedni hodnoty (obvykle) X a vybérovy odhad rozptylu s2.

-éﬁé’."&fﬁ OSOSD
% |52 |37 |90 | 5658 | 45|66 75 |36 [100| 68
il11203(4«|5(6]7]8]9/]w0]n
[%, [36]37 45 [52]56 58] 66] 68|75 |90 |100

zakladni soubor

mp it

nahodny vybér
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Nahodny vybér, momentové charakteristiky

- Vlastnosti reprezentativniho nahodného vybéru:
1. Prvky vybéru x; jsou vzdjemné nezavislé.
2. Vybér je homogenni, tj. vSechna x; jsou ze stejného rozdéleni.
3. Predpoklada se, Ze jde o normalni rozdéleni.
4. VSechny x; maji stejnou pravdépodobnost, Ze budou zafazeny do vybéru.

- Momenty = C(iselné charakteristiky rozdéleni podavajici informace
vlastnostech rozdéleni:
- Obecny moment r-tého stupné M, = [ x" p(x) dx
- Centralni moment r-tého stupné M(u), = | (x - B)" p(x) dx
* M, — stfedni hodnota — charakterizuje polohu
*  M(p), — rozptyl — charakterizuje preciznost
*  M(p); — koeficient Sikmosti — charakterizuje tvar — g,
*  M(p), — koeficient Spi€atosti — charakterizuje tvar — g,

(0]

v

Univerzita Palackého
v Olomouci

Bodové odhady
(polohy, rozptyleni a tvaru)

10
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Vlastnosti a déleni bodovych odhadui

- Vlastnosti bodovych odhadu:

— KONZISTENTNOST odhadu — s rostouci ¢etnosti n se zmenSuje rozdil mezi odhadem (x) a
skute¢nou hodnotou p.

— NESTRANOST odhadu — pro n blizici se k nekone€nu x = u
- VYDATNOST odhadu — rozptyl odhadu okolo skute¢né hodnoty u se s rostouci Cetnosti n

zmenSuje. Nestranny odhad ani pfi malém n soustavné nepodhodnocuje ani nenadhodnocuje
odhadovany parametr.

- ROBUSTNOST odhadu — necitlivost na odchylky od pfedpokladaného rozdéleni.

- Déleni bodovych odhadl (zejména polohy):

- odhady zaloZené na kvantilech (kvantilové charakteristiky, napf. median),

- odhady zaloZzené na momentech (momentové charakteristiky, napf. aritmeticky priimeér),

- pro diskrétni proménné se pouziva modus (x,,), tj. nejcasté&jsi prvek v datech:
Pf.:1;3;3;3;3;4;5;5,6;8;,9;9;,9 Xy =3

11
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Kvantilové odhady polohy

KVANTILY — hodnoty znaku, které déli data

na urcity pocet skupin o stejném poctu prvkud. ° /\
Median je kvantil, ktery rozdéluje data na 2 ., PR e et bnat

¢asti 0 50 % rozsahu souboru. / \«
0.0 . PGPS B o T PR e R0 S ) SR Sl N Y . rars

nje liché xmy1))2 B s i I so T 5 50

X + x
n/27 *(n+2)/2 25 % kvantil, 75 % kvantil,
2 dolni kvartil horni kvartil

X0,5 =

Hodnota

n je sudé

6.5

Kvartily — rozdéluji uspofadanou fadu hodnot °°
50 % hodnot 50 % hodnot

na 4 skupiny se stejnou Cetnosti, prostfedni . o et
kvartil = median dolni kvartil se znaCi %, 5 a / \

as 40 485 0 55 82 Lodnota

Decily — rozdéluji uspofadanou fadu hodnot
na 10 skupin o stejné velké Cetnosti.

50 % kvantil, medidn
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Momentové odhady polohy

Aritmeticky pramér (x) X:_ZX

0123456785918 12335671 F9 W

ZW I Primér =5 I Prumér =

Vazeny prdmér X, = Z ,kde w, jestatistickd vaha 9@ % 90 9.9 Q q >
W -
Mediin =5 Mediin =5

Geometricky (harmonizovany) pramér §g={‘/X1 ‘X, X, o el o 8e 8eo eaceeoe
123 56

12 14

6

4 L 0 11 12 13 4
] X(v) 10% ufezani X(10) i
Ufezany primér s ‘]
)= D % M=int (25 i ,
N :] (DT&)P @ 8] 09;! T T T T’_'I

Winsorizovany pramér: winsorizace = nahrazeni odlehlych i
vysledkll sousednimi vysledky uspofadaného souboru, i
které jiz nejsou odlehlé; nezmenSuje se Cetnost souboru a @ &mg) 8o

;&'1

zachovava se charakter dat. 265 266 bor 268 260 210 2 23 213 27a ;s w6 o7

Princip winsorizace

265\266?&!268260270271272:2732m275275277
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Bodové odhady rozptyleni

Rozpéti: rozdil nevétsi a nejmensi hodnoty statistického vybéru R = x
Interkvartilové rozpéti: rozdil horniho (%, ;5) a dolniho (%, ,5) kvartilu

max — Xmin

- Obsahuje 50 % prostfednich hodnot

1 n

2 2

Rozptyl 02 , smérodatna odchylka o o :HZ(Xi —H)
i=l1

Vybérovy odhad rozptylu s?, vybérovy odhad smérodatné odchylky s

| A+E0

|
0] j-10| -6 P w0 |
A 7 o H 6B,27% i

95,45%

1 n

2 —\2

§ =— <

n— Z(Xl X) 99,73%
Relativni smérodatna odchylka — RSD —

A3

- Totozna s variacnim koeficientem — CV RSD=2.100 [%]

s
X

Smérodatna odchylka priiméru

s(x) = —=

14
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Bodové odhady tvaru

- Koeficient Sikmosti g, — €islo, které charakterizuje nesoumérnost
rozdéleni, dava informace o tvaru rozdéleni co do zeSikmeni resp.
nesoumernosti.

- Pro symetricka rozdéleni plati, Ze g, =0
- Akceptacni interval pro g, <-0,3; +0,3>
- Koeficient Spicatosti g, — Cislo, charakterizujici zkoncentrovani
(protazeni) prvkd souboru v blizkosti urcité hodnoty znaku.
- Akceptacni interval pro g, <2,2; 4,0>
- Pro normalni rozdéleni g, = 3
- Pozn: nékteré SW (napf. MS Excel) od vzorce pro g, odecitaji 3

. VY -%) .- n->(x, -%)*
et 7 [Ze-n]

n
]

X

g4 < 0 — negativni zeSikmeni
g4 > 0 — pozitivni zeSikmeni

a.e

FO0

2. @
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Intervalové odhady
(polohy a rozptyleni)
16
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Intervalové odhady polohy

- Chceme-li vedle bodového odhadu parametru vyjadfit i preciznost odhadu, uZijeme

intervalovy odhad. Parametr pak odhadujeme nikoli jednou hodnotou, nybrz dvéma
Ciselnymi hodnotami L, a L,, které tvofi meze intervalu spolehlivosti (IS). Ten
pokryva neznamy parametr souboru, napf. y s pfedem zvolenou a dostatecné
velkou pravdépodobnosti 1-a, kterou nazyvame hladinou spolehlivosti
P(L, = p £L,) = 1-a, kde a je hladina vyznamnosti.

IS udava rozmezi hodnot stfedni hodnoty u, ktery je v souladu s priamérem
nahodného vybéru x na dané hladiné spolehlivosti. Pro zakladni soubor se stfedni
hodnotou p a smérodatnou odchylkou o bude 95 % primérd z nahodnych vybérd
leZet v rozmezi dané IS:

L)< F<p+1,96- (%)

n-196-( Z z
- hodnota 1,96 je hodnota dvoustranného Studentovatproa =0,05a v = .

17
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Intervalové odhady polohy

Viberové rozdclenic X 095

\\—-

+1960 fyfn

p-1960 fn
x
Asi 2.5% hodndt 32

padne mimo interval
na tito stranu.

Asi25% hodadt X
padne mimo interval
na tito stranu

o]

Asi 95% hodnét X padne
dointervalu {4 %1960

- V praxi budeme mit k dispozici x (z experimentalnich dat) a potfebujeme znat
interval spolehlivosti stfedni hodnoty zakladniho souboru. Rovnici se upravi:

x —1,96-(%)<u<7+1,96-(%)

18
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Interval spolehlivosti stredni hodnoty

- Zname smérodatnou odchylku o, nebo je-li odhad s uréen z vybéru o n > 30
g
Li,=x+ z —
R G N/
- Ve vzorci z 4y predstavuje kvantil normovaného normainiho rozdéleni, v prirodnich védach
se nejCastéji uziva a = 0,05.

- Nezname o, vypocte se jeji odhad s, pouziva ge pron<30
Liz= Xt 0, 7=

— Ve vzorci pouzité t,qp n.1) Pfedstavuje kvantil Studentova t-rozdéleni s n-1 stupni volnosti.

19
@ Univerzita Palackého
v Olomouci
Interval spolehlivosti ,,malych“ souboru
- n=2:
- prdmér a rozpéti (smérodatna odchylka neni vhodna)
X1—X
- dovolena diference D, Dy (%) = Gzy 72 X 100
- n=3:
- Vhodnéjsi je pouzit aritmeticky pramér ze dvou bliz§ich hodnot (x;) nez aritmeticky pramér ze
v8ech 3 hodnot a interval vypocitat L, , = Xp + 4,30 %
- n=2-3:
- star8i postup podle Deana a Dixona, ve kterém R je rozpéti a K, je tabelovany koeficient
LaSAEKR L a-00s | a-o0 ]
Kot 6,4 31,8
3 1,3 3,0
20
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Interval spolehlivosti ,,malych“ souboru
- Hornlv postup analyzy malych vybértl, n = 4 — 20 (poradkové statistiky)
1. Poradkové statistiky (setfidit data podle velikosti),
2. Vycisleni hloubky pivotu:

n+l1 41
H=it(n+1)/2 pro n liché; H =int 22 pro n sudé

3. Urceni dolniho pivotu Xp, = X4y @ horniho pivotu X, = X(n41.)

4. Parametr polohy = pivotova polosuma P :

X

+ X
— Dol
P =

2

Hor

5. Parametr rozptyleni = pivotové rozpéti R, = x,;,, — Xpo

Li2 = PL Ry - Tya-a/2;n)

21
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Interval spolehlivosti medianu a rozptylu

— Interval spolehlivosti medianu:

- Je mozné ho vypocitat nékolika zplsoby, zde uveden neparametricky odhad, ktery je v QC
Expertu a vyuziva medianovou smérodatnou odchylku s:

Lip = Xo5 * s%° t(l—%,n—l)

X —X
kde S, = (n2—k+1) k a n+1 (Za/Z \/7)

Za/z

- Interval spolehlivosti rozptylu:
- Meze oboustranného IS rozptylu 02 jsou dany pro dolni mez L, a pro horni mez L,, kde ve
jmenovateli vzorcll jsou kritické hodnoty rozdéleni x2 (chi kvadrat):
s2 - (n —1) 2-(n—l)
Ly=—F—" L= —F5——
X(l—% n-1) X 5 n—1)

22
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Intervalové odhady
- Intervaly spolehlivosti Ize konstruovat jako:

- oboustranné <L,,L,>, kdy se pouziva kvantil (1 — a/2),
- jednostranné <L,, +x) nebo (-x , L,>, kdy se pouziva kvantil (1 — a).

, — g
- Pravostranny (1 - a)% IS pro p —0< U< X+ Zg-q =
~ Levostranny (1 - @)% IS pro p X— Za-a) % < p<+o

- PF.: vyrobni podnik potfebuje s 95% spolehlivosti odhadnout horni hranici
priimérné denni produkce. Pro nahodny vybér 36 dnu byl primérny objem vyroby
1150 a 0 = 312 kusu.

- Pozn.: terminologie pouzita v prfekladu normy ISO 3534: confidence interval =
konfidencni interval (tedy ne interval spolehlivosti).

23

@ Univerzita Palackého
v Olomouci
Priklad: bodové a intervalové odhady polohy

- DATA (n=7):
1,38 1,45 1,66 1,74 1,76 1,98 2,14

D Bodovy Intervalovy odhad - et
odhad (95 %) "]

primér 1,73 1,48-1,98

median 1,74 1,27-2,21
pivotova polosuma 1,72 1,33-2,01 o I
(Horntiv postup) cooE I
10% ufezany pramér 1,72 1,39-2,05

24

ACH/CHEX1

12



